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�9� 621.873 

���"#��� �.1., �.�.�., ��)�!"��� =.�., �.�.�. 

� !"��#!" ��� ���"$�% &'( �) &)*) +&"!�����

�'*"!���) �'&'��,'!!%

����
����
 �	�89
��. 9%* �"�'����* �������)� )"�����)�)�

&"�")�2"��* �!�����) ��!�) ��!��� ��!�� ������!���'4�� ��!�����

&"�"����4���� [1-3]. ���� &�������� ����!��%� �����$�#��

"%"����&������ &�!��#��/� !��')' �� &������ �� �!���� �!���������

���/'��� �� -����) ������). 9�#!��, ��!�����-�"������

"%"����&������ ��6%�8�4��!* �� !��+)� �"/'%4��%���)�

�%�!����!�*)� �� ���/'��� &�!��#��/� !��')' � ������ �� ���")�)�

&��������)� � �"��)' +� &"�"��2'4��.  � "�"�/"�����)� &��������)�

��!����" �"�'����*, *� ����)� [4, 5], 7 ��������#�� "-"������). ����)

����), �"�6����� ����� ����� �%�!����!�� (�"/'%4��%���, "�"�/"�����, 

����)����) !'��!��/� ��!�����/� &�����' �� �)��� +� ������!���'����. 

?� !��!'7��!* �������� )"�����)��, �� �'� ������!����* ��!�����/�

"%"����&�����' &��’*���" �� ��8%���4 �����"4 – '!'�"��*) ��%�����

�����8' �����&%"��/� �� /�'���)' &����!�. �"�6����� ���������

&"���# ��)&��)�! )�8 ������)� '!'�"��* ��%����� �����8' �

������!����* "%"����&�����' 6"� &"�"�����8"��. 9%* $��/� &����6��

!���"�'���� �"�'����*, *�" 6 ������%��*%� ������� ��)�/�. �����, 

6�%�3 "-"������) 6'�" �"�'����*, *�" ��7 �)�/' &�7����� �������

������, � 6�%�3" ��/�, ������%����� �"*�� ��������� ��)�/�, *��

-��)'%44��!* ' ��/%*�� ����"��+� �&��)���$�+ �'�' ����� �� �����8"). 

"�
9�: ���
���� ���9��;
�� �
 ��89��
<��.  ����"4 '!'�"��*

��%����� �����8' �����&%"��/� �� /�'���)' &����!� ��#)�%�!� 6�/���

��!%������� [6-15]. @� ��!%��8"��* 6��'��%�!� �� )"�����

�&��)�%���/� �"�'����*: �����$�#��/� ��!%"��*, &���$�&'

)��!�)')', ����)����/� &��/��)'����* �� �"���+ )�)"����. ����)���

�"�'%����� 7 �&��)�%���)� �� &"���)� ����"��*)�: "�"�/"�����)�, 

3�������+, ���")������)�, ����)����)� ��2�. �"�6����� ���������, 

2� �&��)�%��� �� ����)� ����"��*)� ������ �'�' ����� 7

�"�&��)�%���)� �� ��3�)�. ��&���%��, �&��)�%��" �� 3�������74

�"�'����* 7 �"�&��)�%���) �� "�"�/"�����)� �������)�, 

����)����)� �� ���")������)� &��������)�. @" &�*!�47��!* ��), 2�

' &��$"!� �'�' ����� #�/� 3�����!�� )�8" �)��4���� !��# ���� ��

&����%"8��#, 2� ��!*/�7��!* �� ���'��� �"�"�!'����*

"%"����&�����'. (�� $��)' �������7��!* ������ ��%���!��

"%"����"�"�/�+.  )��� ����' "%"����)�/�����/� )�)"��' ���/'�� &��

�&��)�%���)' �"�'����� ���%���7 &����2"��* ��"-�$�7��'
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����)����!�� ' &������ �����: ��8" ����# �"8�) �'�' 7

�"�&��)�%���) �� $�) &��������). 

���) ��/�, �!�'7 ������# )�!�� �"�'%������, &��!�*�"��� ������

'!'�"��* ��%����� �����8' �� /�'���)' &����!�, *�� )�8�� �������

��$����%���)�. 9%* +� ������8"��* �" ������!���'4��!* )"����

�&��)�%���/� �"�'����*, � ��3� )"����, ��&���%��, �"�����+ %�/��� [16, 

17]. �"�'%����� �&��)�%��� �� ��&�)�/�4 $��/� )"���' )�4�� !��+

�"��%��� �� &"�"��/�. .�%���� +� &"�"��/� – �"�'����* &�"�!���%*7��!*

' ��/%*�� ��������/� ��’*��', /�%����# �"��%�� – ������ �)&%��'��

��%����� �����8' &���*/�) &��$"!' '!'�"��* ��%�����, 2� ' �"*���

��&����� �"&��&'!��)� �� �"���%�/����� )���'����. 

����
����
 �
�� �
 :
�
= ���9��;
���. 0"��4 &���"�"��/�

��!%��8"��* 7 !���"� �&��)�%���/� �� �"�)���%���)� ����"��*)�

�"�'����*, *�" 6 �����%�%� '!'���� ��%�����* �����8' �����&%"��/�

�� /�'���)' &����!� &���*/�) &"�"������ �"8�)�� �'�' �����. 9%*

��!*/�"��* &�!���%"��+ )"�� �"�6����� ����3��� ���� �������*: 1) 

�6A�'��'���� �%* &���"�"��* ��!%��8"�� ����)���' �� )��")�����'

)��"%� �'�' ����� �� �����8") �� /�'���)' &����!�; 2) &���"!��

������'��� ��$����%���/� !&�!�6' '!'�"��* ��%����� �����8' &��

�"�)����!�� ����' )�)"��' �� ��%' ���/'��; 3) �!�������� 6�8��� �

�"6�8��� �%�!����!�� ����/� !&�!�6'; 4) �!�������� �"�)���%���

����"��+, �� *��)� 6'�" ���#!�"�� �&��)���$�4 �'�' �����; 5) ��������

!���"� �&��)�%���/� �"�'����* �����), *�" 6 ������"���'��%�!�

6�8���)� &��������)� ����)�/� ��$����%���/� !&�!�6'. 

���9
� �������>� �
�
	�
9�. 9%* ��!%��8"�� &��#)")�

����)���' )��"%�, *�� &������� �� ��!. 1. ���' ����)���' )��"%�

������!���'��%� 6�/��� ��!%������� [6-20]. (���"�"�� �� ��!. 1. 

)��"%� �'�' ����� �� /�'���) &����!�) �����8' �&�!'7��!* ����4

!�!�")�4 ��-"�"�$��%���� ����*��: 

(1) 

�" m1 – &���"�"�� �� &�!�'&�%���/� �'�' )�!� &�������/�

)"�����)' � �����; m2 – )�!� �����8'; x1, �2 – ���������� $"����� )�!

���&������ ����� � �����8'; g – &��!���"��* ��%���/� &�����*; l – 

���8��� /�'���/� &����!', F – !')���" �*/��" �6� /�%�)���" �'!�%%*, 

2� ��7 �� ����; W – &���"�"�� !�%� �&��' &"�")�2"��4 �����. �����

��� !�)��%�) ������7 ��-"�"�$�4����* �� ��!�). 
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��!. 1. 9���)���� )��"%� ���)�!���+ !�!�")�

�'�")� ���8���, 2� &�� &"�")�2"��� ����� &���*/�) ���/��'

�" �)��47��!* ��&�*) #�/� 3�����!��, ��6��
11 =xsign �

. 9��"

��"��8"��* �6A�'����'7��!* ����)� &�%�8"��*)�: &��#)")�, 2� ����

(����� &����!' �����8') �'��7��!* �� ����) ������): 

(2) 

�" 1v  - &��)�8�� 3�����!�� �'�' �����; 1T  - �����%�!�� ���/��'

����� �� ������+ 3�����!��; T∆  - �����%�!�� �'�' ����� �� &��)�8��#

3�����!�� 1v ; t  - ��!. 9%* &���"�"��* &���%�3�� ��!%��8"��

&��#)")�, 2�: 

(3) 

�" v  - '!��%"�� 3�����!�� �����. ����� (3) ������!���'7��!*

%�3" � ��)��� ����/� ��!%��8"��* � �" 7 '���"�!�%���). 

9%* ��/�, 2�6 ������ �$����� �'� ����� &���"�")� #�/� /��-��

�)��� 3�����!�� &�� ���/��� (��!. 2). 
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��!. 2. .��-�� �)��� 3�����!�� ����� &���*/�) ���/��'

9%* &�6'���� /��-��� �� ��!. 2 &��#�*��: ��v /1= , �� 9,0=∆ , 

�� 1,01 = . 

 ������)�, 2� ���/��)� �)��� 3�����!�� &���"�"�� �� ��!. 2 

��!��� %"/�� �"�%��'7��!* �� ��&�)�/�4 !'��!��/� ��!����-�"������/�

&�����'. 9%* $��/� �"�6����� &���"!�� %�3" ��� ��%�3�'����*: 

�!�������� ��� ��)���%��� 3�����!��, &����)' &"�3� ' ����� )"�3�

��'/�+, � ��'/� ����� 3�����!�� '!��%"��/� �'�' �����, ����8

�"�6����� �!�������� �����%�!�� ���/��' 1T . 

����%� ���#�")� ������ �'�' �����8' �%* ��8��/� "��&': �%*

],0[ 1Tt ∈ , ],[ 11 TTTt ∆+∈ � �%* ]2,[ 11 TTTTt ∆+∆+∈ .  �����8"��*

������� �'�' �����8' &��’*���" �� ����’*�'����* ��-"�"�$��%���/�

����*��*: 

(4) 

�" i�2  - 3'����# ����� �'�' �����8' �� �-��)' "��&� �'�'; i�1  - 

����� �'�' ����� �� �-��)' "��&� �'�'; 0Ω  - ��!���� �%�!��� ��%�����

�"�'��)�/� )�*����� (
l

g
=Ω0 ). (������� � &��6�/�7 ����"��* ��� 1 

�� 3 &� )��� �'�' ����� �� �����8"). (��#)�7)� �'%����)� &��������

')��� �%* &"�3�/� "��&' �'�'. 9%* ��'/�/� �� ��"���/� "��&�� �'�'

�����8' &�������� ')��� ������*��!* �� ')���4 „�3����” ����’*����, 

,12

2

02 iii �x� =Ω+ −
��
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��6�� ���$"�� ')��� �%* &"�3�/� "��&' 7 &��������)� �%* ��'/�/�, 

���%�/���� ���$"�� ')��� �%* ��'/�/� "��&' 7 &��������)� �%*

��"���/�. 

�" 6'�")� &�������� ��� ����’*��' &���"�"��+ ������, � %�3"

��&�3")� �!������� �"�'%�����: 

(5) 

 ��#�")� �"&"� ������, *�� �&�!'4�� ���$"�� ����"��*

&�%�8"��* �� 3�����!�� �����8': 

(6) 

(7) 

�� �!���� ������� (6) �� (7) ���#�")� -��)'%', *�� �&�!'7

"�"�/�4 ��%�3����� ��%����� �����8' �� /�'���)' &����!�: 

(8) 

�" )2( 1 �T���	 ∆+  - ���"����� "�"�/�* ��%����� �����8' � )�)"��

��!' �T ∆+12 , ��6�� ' )�)"�� ������"��* ���/��' �����; 

)2( 1 �T��
� ∆+  - &��"�$��%��� "�"�/�* ��%����� �����8' � )�)"�� ��!'

�T ∆+12 . 

(�!����)� �����': ���#�� ����’*��� ����*��*: 

                                                                                                       (9) 
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�����!�� &���)"��� �∆ . ����*��* (9) 7 ����!$"��"����) �%/"6��+���)

����*��*), ����’*��� *��/� &�"�!���%*7��!* ' ����)' ��/%*��: 

(10) 

(���"�")� &�����*��* �� 3�������74 '!'�"��* ��%�����

�����8' ����)���/� �� ����)�/� [18, 19] !&�!�6��. 9%* $��/�

&�6'�'7)� /��-�� -'��$�+ �����%�!�� &��$"!' '!'�"��* ��%�����

�����8' ��� ��/')"��' ���8��� /�'���/� &����!' (��!. 3). 
�� ��!. 3. 3�������4 %���74 ��6��8"�� /��-�� �%* !&�!�6'

�&�!���/� � [18, 19] (!&�!�6, &�� *��)' �����%�!�� ���/��' �����

�����%�!�� &"����' �%�!��� ��%����� �����8' �'��)�/� )��")������/�

)�*����� &�)��8"��)' �� π2 ). ���%��'4�� /��-��� &���"�"�� �� ��!. 

3. )�8�� &��#�� �� ��!����', 2� �� �"*��+ )"8� �����%�!��
1� �����

�'�' ����� (2) �� 3�������74 &"�"��8�7 „6�����#” �����, 

��&��&�������# ' &��$*� [18, 19]. 

a) 
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�� −
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6) 

�) 
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/) 

��!. 3. .��-��� �����%�!�� ���/��' �� ��)���%���+ 3�����!��

����� &�� �����# �����%�!�� ���/��' �� &��)�8��+ 3�����!��
�� 2,01 =

(�), 
�� 5,01 =

 (6), 
�� 21 =

 (�), 
�� 41 =

 (/)

0�8�� &��!�� ����)��� ����"��*
1�
&�� *��)' 2" ��$�%��� ��

����"��7) 3�������+ ������!���'���� ����� �'�' (2). 9%* $��/�

�"�6����� ����’*���� ����*��*, *�" �!�����%47 �����!�� �����%�!�"#

���/��' �� ������)� (2) �� �� „6�����)” ������) [18, 19]. �

���/���'��)' ��/%*�� $" ����*��* ��&�!'7��!* ����) ����): 

(11) 

����’*��� ����*��* (11) ����#: 

(12) 

(���"�")� /��-��� -'��$�+ ����)����+ !�%�����+ &�������/�

�'!�%%*, *�" �����%*7 �"�%��'���� ������# !&�!�6 (��!. 4). 

���%��'4�� /��-�� -'��$�+ ����)����+ !�%�����+ &�������/�

�'!�%%* &������)� �� ��!����', 2� ���� (-'��$�*) )�7 ��������#

.
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������"�. (���%�3�# ���%�� !&�!�6' '!'�"��* ��%����� �����8'

&����'7 #�/� $���' �%�!����!��: �"�)����!�� ����' ����)����+

!�%�����+ &�������/� �'!�%%*. 9���)���� !�%����� &�������/�

�'!�%%* �/���� &"�3�/� ����*��* !�!�")� (1) ��&�!'7��!* ����) ����): 

(13) 

��!. 4. .��-�� �)��� ����)����+ !�%�����+ �'!�%%* &�����'

�%* �����' (2), (10)

9�#!��, &��!���"��* ����� – $" �'!����-&�!��#�� -'��$�*, *��

�" )�7 ���’7)��� ����"��: &"�3�# �� ��"��# "��&� ���� �'��7��!* ��

�������# &��!���"��*), � ��'/�# �� �'%����). ?� !��!'7��!*

&��!���"��* �����8', �� ���%�� $�7+ -'��$�+ ��7 �)�/' �!�������� �", 

2� ���� ����8 ������� �� �!��)' &��)�8�' ���/��' �����. ����)

����), 7 !&���"�%���4 �"�����!��
.0≥��	F

�/%*� &��"����+ ��-��)�$�+ &����'7, 2� !&�!�6 �&�!���# ��2"

�8" 7 ����)�) – ��� ��&��"�������# -��)�4 Konecranes [21, 22]. 

("�"#�")� �� �"��%���� !&�!�6'. .�%����# �"��%�� ����/� !&�!�6'

�"�'����* �'��) ����� – ��������!�� -'��$�+
��	F

. ���) ��/�, ��

&�����' �� ' ���$� ���/��'
��	F

�" ����� �'%4, 2� ��������� �6�%�3'7

����)���' �������8"��!�� �������/� &�����' �� ���%���7 !��')���

&"�"�����8"��* "%"�������/'�� �� ��!�����/� &"�"����4����. 

 ����#�� $� �"6�8��� �%�!����!�� )�8�� �)"�3��� 3%*��)

&����8"��� �����%�!�� ���/��' ����� �� &��)�8��+ 3�����!��. 

.2211 xmxmF��	 ���� +=
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(�!����)� �����': ���#�� ���" �"�'����*, &�� *��)' 6

��6"�&"�'��%�!� ��)�/� 2��� �"���’7)��!�� -'��$�+
��	F

��

������!��4 )���)���$�74 �"�)���%���� ����"��+�: 

(14) 

�6!�%4��� )���)')� �"�)���%���� -'��$����%�� (14) 

��!*/�4��!* �� ')��: 

(15) 

9%* ��6"�&"�"��* ')�� (15) �"�6����� &"���) ����) &���6����

-'��$�4 1x . (��#)")� -'��$�4 1x ' ����)' ��/%*��: 

(16) 

(���"�")� /��-�� -'��$�+ 3�����!�� �'�' ����� (��!. 5). 

��!. 5. .��-�� �)��� 3�����!�� ����� &���*/�) ���/��'

�" 6'�")� �'&��*��!� �� )"����$� ������8"��� "�"�/�+

��%�3����� ��%����� �����8' &�� �'!� ����� �� ������) (16), �!��%���
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���� &���6�� �� &���"�"��+ ��2" �%* �����' (2).  ������)�, 2� �����

�'�' (16) ����8 )�8�� ��!��� &��!�� �"�%��'���� �� ��&�)�/�4

��!�����-�"������/� �!��������/� "%"����&�����' �����. 9%* $��/�

�"�6����� %�3" �)����� &��-�%� �����+, �� *��) ���#!�47��!* ���/�� ��

%���#��/� �� S-&���6��# [1]. �����, �'� �"�6����� ���6��� ���"

��'��8"��*: �%* %���#��� �� S-&���6��� ��%*��� �)��� 3�����!�� �����

&������ 6'�� �������� ')��� �����!�� &"�")�2"��* ����� �� �"%����'

2

11Tv

. 

 �&�3")� ����� "�"�/�+ ��%�3����� ��%����� �����8': 

(17) 

����!$"��"���" ����*��* (17) )�7 ����’*���, *��# !&��&���7 ��

(10). ����) ����), ���6��3� %�3" ���" ��%�3�'����* ' ��!�����)'

&"�"����4���� &"�"����)� ��� ��$����%���/� �"�'����* ��

�&��)�%���/�. (�"�!����)� /��-�� �)��� -'��$�+
��	F

 (��!. 6). 

���%�� /��-��� &�"�!���%"��/� �� ��!. 6 &����'7, 2� �������

-'��$�+ &"�3�/� ���' ����%�, 2� &�������� &������7��!* �� &������

�� )"��%����!��'�$�+ �����. �����, -'��$�*
��	F

�%* �����' (10), (16) 

)�7 ����� &"�"/��� ' ������ &"�"���' ��� ����/� "��&' �� ��3�/� – $" 7

�"6�8���4 �%�!����!�4 �����' �'�', �!��%��� )�8" ���%����� „)’*��” 

'���� ' ���")������� ���"&%"��*� &�����'.  ���"��*
��	F

&�!"�"����

���"���%' ���/��' �" �)���%�!�. 

9%* ��/�, 2�6 ��6"�&"���� "�!&%'���$�4 )"�����)'

&"�")�2"��* ����� 6"� „)’*���” '����� �"�6����� ��6"�&"����

��������* ��!�'&��� ')��: 

(18) 
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��!. 6. .��-�� �)��� ����)����+ !�%�����+ �'!�%%* &�����'

�%* �����' (10), (14)

 �6"�&"�"��* ')�� (18) ��7 �)�/' !���"�'���� �&��)�%���#

����� �'�' �� �"�)���%���)� ����"��*)�: 

(19) 

�" 6'�")� &�������� ����’*��� ����+ ������, �!��%��� ����

&���6�� �� ���"�"��� ��2", � %�3" &���%4!��'7)� ���$"��# �"�'%����

(��!. 7).  ������)�, 2� ����� �)��� ����)����+ !�%�����+ &�������/�

�'!�%%* /��-�� *��/� &���"�"�� �� ��!. 7, ��!���%*7 �6!�%4���

)���)')� �"�)���%���) ����"��*) (19). 

��!. 7. .��-�� �)��� ����)����+ !�%�����+ �'!�%%* &�����'

�%* "�!��")�%� �"�)���%���� ����"��+� (17)
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��������)�, 2� ����"��* ��	F ' !"�"���� ���"���%' �'�' �%*

����/� �����' �" �)���%�!� ' &�����*��� �� ������) (10), (16). 9%*

6�%�3 �"��%���/� ��!%��8"��* ����)���� ������� �'�' ��"�")�

&������� �����3"��* )��!�)�%���� ����"�� ����)����� !�%������

&�������/� �'!�%%* �%* ���&������� �������
2

1

��	

��	

F

F
=γ . (���"�")�

������: 

(20) 

�%* �����3"��* )��!�)�%���� �'!�%� �� ���&������� "��&��

�'�' ������� (2) �� (16). ���%�/����# &������� �%* ������� �'�' (16) ��

�����' �'�', *��# �� ��!. 7, )�7 ����# ��/%*�: 

 (21) 

9%* ����)���� ��%"8��!�"# &���"�")� /��-��� -'��$�# (20) ��

(21). �� ��!. 8 �� ��!. 9 ��!%�)� �����3�����)� �� %���*� &�������

����"��* &�������� γ � ��%"8��!�� ��� ���8��� /�'���/� &����!' L ��

�����%�!�� ���/��' ����� �� &��)�8��+ 3�����!��
1�
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��!. 8. .��-�� �)��� γ

��!. 9. .��-�� �)���

����"��+� (19)
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γ �%* ������� (2) �� (16) 

.��-�� �)��� γ �%* �����' (16) �� �%* "�!��")�%�
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��������

(���"�"�� ��!%��8"��* ��%� �)�/' )��")������ �6A�'��'����

����)�# !&�!�6 '!'�"��* ��%����� �����8' �����&%"��/� �� /�'���)'

&����!�. 9���# !&�!�6 ' ��!%��8"��� ������� ��$����%���) �!��%��� &��

#�/� �"�%���$�+ ����)���� !�%����� &�������/� �'!�%%* �" �)��47 �!�#

����. @" 7 $����4 �%�!����!�4 �����' �'�', �!��%��� ���%4��7 ������

!��')��� &"�"�����8"��* "%"����&�����' ����� �� ����)����

�������8"��* ' ���")������� ���"&%"��*� &�����'. �����, 

��$����%��" �"�'����* )�7 &"��� �"6�8��� ������"��!����: �������

&"�3�/� ���' -'��$�+ ����)����+ !�%�����+ &�������/� �'!�%%* �� �"

�����!�� ++ �'%4 �� &�����' �� ' ���$� ���/��'. �'%� &�!���%"�� �����'

!���"�'���� ����# ����� �'�' &�� *��)' ��%�3�%�!� 6� 6�8���

������"��!���� �����' �'�' � 6'%� )���)������� �"6�8���, 2� 7

�����"4 �&��)�%���/� �"�'����*. � ����)' ��!%��8"��� 6'%�

���#�"�� ����’*��� ����+ ������ �� &�����%������� ����)��� �"�'%�����. 

�!�����%"��, 2� �"�%���$�* �&��)�%���/� �����' �'�' �����

��!*/�7��!* ���&������) ��%�3�'����*) �&$�+ ��!�����/�

&"�"����4����. �'%� &�!���%"�� 6�%�3 „8��!���3�” ')��� �%*

�&��)���$�+ �'�' ����� �� ����)��� ����’*��� ������.  6�%�3"��*

�"�)���%���� ����"��+� �%* !���"�' �&��)�%���/� �"�'����* ��7 2"

���2� &�������� �'�' ����� �� �6"�"8"��*) 6�8���� ������"��!���

�%* &�&"�"����/� �����' �'�'. ?� !��!'7��!* �"%����� ����)����+

!�%�����+ &�������/� �'!�%%* ' !"�"���� ���"���%' ���/��' �����, ��

���� �" �)���%�!�. 
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